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3.6     ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ     

ΘΕΩΡΙΑ  

συν(α – β) = συνα συνβ + ηµα ηµβ          

συν(α + β) = συνα συνβ – ηµα ηµβ 
 
 
ηµ(α + β) = ηµα συνβ + συνα ηµβ           

ηµ(α – β) = ηµα συνβ – συνα ηµβ 
 
 

( )
1

εϕα + εϕβ
εϕ α +β =

− εϕαεϕβ  

εφ(α β)
1

εϕα − εϕβ
− =

+ εϕαεϕβ  

 
 

1
( )

σφασφβ−
σφ α +β =

σφα + σφβ                                

1
( )

σφασφβ+
σφ α −β =

σφβ−σφα  

 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να εκφράσετε τις παρακάτω παραστάσεις µε ένα τριγωνοµετρικό αριθµό ενός τόξου. 
i)   ηµ14x συν5x – συν14x ηµ5x               
ii)  συν(30ο + x) συν(120ο – x) – ηµ(30ο + x) ηµ(120ο – x) 
Λύση  
i) 
ηµ14x συν5x – συν14x ηµ5x  =  ηµ(14x – 5x) = ηµ9x 
ii) 
συν(30o + x) συν(120o – x) – ηµ(30o + x) ηµ(120o – x) = συν[(30o + x) + (120o – x)]   
                                                                                      = συν(30o + x + 120o – x) 
                                                                                      = συν150o 

                                                                                      = συν(180o – 30o)  

                                                                                      = – συν30o = –
2

3
 

 
 
 

Παρατηρήστε  πως  εναλλάσσονται  
µεταξύ  τους   αφενός  οι  τριγωνο- 
µετρικοί   αριθµοί,  αφετέρου  τα 
πρόσηµα 

Τους τύπους αυτούς πρέπει να τους 
ξέρουµε  και  από  το  πρώτο µέλος 
προς  το δεύτερο  αλλά  και  από το 
δεύτερο προς το πρώτο  
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2. 
Να εκφράσετε τις παρακάτω παραστάσεις µε ένα τριγωνοµετρικό αριθµό ενός τόξου. 

i)    

11π π
εφ εφ

12 12
11π π1 εφ εφ
12 12

+

−
                             ii)    

σφ5xσφ2x 1

σφ5x σφ2x

−
+

 

Λύση  

i) 

( )
11π π

εφ εφ
1112 12   εφ   εφπ

11π π 12 121 εφ εφ
12 12

+
π π= + =

−
 = 0 

ii)  
σφ5xσφ2x 1

  σφ(5x 2x)  σφ7x
σφ5x σφ2x

−
= + =

+
 

 
 
 
3. 
Να βρείτε την τιµή κάθε µιας από τις παρακάτω παραστάσεις 

i)   συν850o 
συν130o+ ηµ850o 

ηµ130o 

ii)  ηµ x
6
π − 

 
συν x

3
π + 

 
 + ηµ x

3
π + 

 
συν x

6
π − 

 
 

 
Λύση  

i) 
συν850o 

συν130o+ ηµ850o 
ηµ130o   =  συν(850o – 130o)   

                                                         =  συν720o  

                                                                                     =  συν( 2·360o ) = 1 

ii)  

ηµ x
6
π − 

 
συν x

3
π + 

 
 + ηµ x

3
π + 

 
συν x

6
π − 

 
 = ηµ x x

6 3
π π − + + 

 
= ηµ

2
π

 = 1 
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4. 
Να αποδειχθεί ότι     συν(α + β)συν(α – β) = συν2

α – ηµ2
β = συν2

β – ηµ2
α 

Λύση  

συν(α + β)συν(α – β)  =  (συνασυνβ – ηµαηµβ)(συνασυνβ + ηµαηµβ) 

                                   =  συν
2
ασυν

2
β – ηµ2

αηµ
2
β 

                                   =  συν
2
α(1 – ηµ2

β) – (1– συν2
α)ηµ2

β 

                                   =  συν
2
α – συν2

αηµ
2
β – ηµ2

β + συν2
αηµ

2
β 

                                   =  συν
2
α – ηµ2

β  
 

                                   =  (1 – ηµ2
α) – (1 – συν2

β) 

                                   =  1 – ηµ2
α – 1 + συν2

β  

                                   =  συν
2
β – ηµ2

α  
 
 
5. 
∆είξτε ότι  

εφ2αεφ10α
4α6αεφεφ1

4αεφ6αεφ
22

22

⋅=
−

−
 

Λύση  
2 2

2 2

εφ 6α εφ 4α

1 εφ 6αεφ 4α

−

−
 =  

(εφ6α εφ4α)(εφ6α εφ4α)

(1 εφ6αεφ4α)(1 εφ6αεφ4α)

+ −

+ −
 

                            =  
εφ6α εφ4α εφ6α εφ4α

1 εφ6αεφ4α 1 εφ6αεφ4α

+ −
⋅

− +
 

                            =  εφ(6α 4α)εφ(6α 4α)  εφ10αεφ2+ − = α  
 
 
6. 

∆είξτε ότι     
( ) ( ) ( )

0
ηµ β − γ ηµ γ −α ηµ α −β

+ + =
ηµβηµγ ηµγηµα ηµαηµβ

 

Λύση 
( )ηµ β − γ

ηµβηµγ
  =  

ηµβσυνγ − συνβηµγ

ηµβηµγ
  =  

ηµβσυνγ συνβηµγ
−

ηµβηµγ ηµβηµγ
 =  σφγ – σφβ        

και  κυκλικά 
( )ηµ γ −α

ηµγηµα
  =   ………………….. ………………………..    =  σφα – σφγ 

( )ηµ α −β

ηµαηµβ
  = ……………………………………………...    =  σφβ – σφα 

Προσθέτοντας έχουµε    
( ) ( ) ( )

0
ηµ β − γ ηµ γ − α ηµ α −β

+ + =
ηµβηµγ ηµγηµα ηµαηµβ
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7. 

∆είξτε ότι    συν2x + συν2(120o + x) + συν2(120o – x ) = 
2

3
 

Λύση  

Α =  συν2x + συν2(120o + x) + συν2(120o – x) 

    =  συν2x + (συν120o
συνx – ηµ120o

ηµx)2 + (συν120o
συνx + ηµ120o

ηµx)2 

    =  συν2x +συν2120o
συν

2x – 2συν120οσυνx ηµ120ο ηµx + ηµ2120o
ηµ

2x + 

                   συν2120o
συν

2x + 2συν120οσυνx ηµ120ο ηµx + ηµ2120o
ηµ

2x 

    =  συν2x + 2 συν2120o
συν

2x + 2 ηµ2120o
ηµ

2x 

    =  συν2x +2( )21
2

− συν
2x + 2

2
3

2

 
 
 

ηµ
2x 

    =  συν2x +2⋅ 1
4
συν

2x + 2⋅ 3
4
ηµ

2x 

    =  συν2x +2⋅ 1
4
συν

2x + 2 ⋅ 3
4
ηµ

2x 

    =  συν2x + 1
2
συν

2x + 3
2
ηµ

2x 

    = 3
2
συν

2x + 3
2
ηµ

2x  =  3
2

(συν2x + ηµ2x)  =  3
2
⋅1 =  3

2
 

 
 
 8.  
Αν   α + β = 135o ,   δείξτε ότι   (1 + σφα)(1 + σφβ) = 2 

Λύση  

α + β = 135o   ⇒     σφ(α + β) = σφ135o 

                               οσφασφβ 1
 σφ45

σφα σφβ

−
= −

+
 

                               
σφασφβ 1
σφα σφβ

−
+

 = –1  

                               σφασφβ 1  σφα σφβ− = − −  

                               σφασφβ + σφα + σφβ –1= 0       (1) 

 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι    (1 + σφα)(1 + σφβ) = 2 

                                              1 + σφβ + σφα + σφασφβ = 2 

                                              σφασφβ+σφα+σφβ –1=0  που ισχύει από την  (1) 
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9.  
Αν   Α, Β,  Γ  γωνίες τριγώνου,  δείξτε ότι     σφΑσφΒ+σφΒσφΓ+σφΓσφΑ=1   
Λύση  

Α + Β + Γ = 180ο    ⇒     Α + Β = 180ο – Γ 

                                          σφ(Α + Β) = σφ(180ο – Γ) 

                                         
σφΑσφΒ 1
σφΑ σφΒ

−
+

 = – σφΓ 

                                         σφΑσφΒ 1  σφΑσφΓ σφΒσφΓ− = − −  

                                         σφΑσφΒ+σφΑσφΓ+σφΒσφΓ=1 
 
 
10.  

Αν   Α, Β,  Γ  γωνίες τριγώνου,  δείξτε ότι    
2

σφ
2

Β
σφ

2

Α
σφ

2

Γ
σφ

2

Β
σφ

2

Α
σφ

Γ
=++  

Λύση  

Α + Β + Γ = 1800   ⇒      090
2 2 2
Α Β Γ+ + =  

                                        0  90
2 2 2
Α Β Γ+ = −  

                                         σφ ( ) ( )0σφ 90
2 2 2
Α Β Γ+ = −     

                                         σφ ( )2 2
Α Β+ = εφ 

2
Γ  

                                        

Α Β
σφ σφ 1 12 2

Α Β Γ
σφ σφ σφ

2 2 2

−
=

+
 

                                        ( ) Γ Α Β1 σφ σφ σφ
2 2 2 2 2
Α Βσϕ σϕ − = +  

                                        Α Β Γ Α Β
σφ σφ σφ σφ σφ

2 2 2 2 2 2
Γ−σϕ = +  

                                        
2

Γ
σφ

2

Β
σφ

2

Α
σφ

2

Γ
σφ

2

Β
σφ

2

Α
σφ ++=  
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11.  

Να λύσετε την εξίσωση    συνx = ηµ ( )x
6
π+     

Λύση  

συνx = ηµ ( )x
6
π+    π π   συνx ηµxσυν συνxηµ

6 6
⇔ = +    

                                        συνx = 3 1
ηµx συνx

2 2
+  

                                       1 3
συνx συνx ηµx

2 2
− =  

                                      1 3
συνx ηµx

2 2
=  

                                      συνx = 3ηµx     (1) 
 
Αν  είναι  ηµx = 0,   η  (1)   γίνεται   συνx = 0. 

Επειδή όµως     2 2x x 1ηµ +συν = ,    θα  έχουµε   0 + 0 = 1  που είναι άτοπο. 
Άρα   ηµx≠ 0 

(1)    ⇔      συνx 3
ηµx

=      ⇔    σφx = σφ
6
π      ⇔     πx κπ

6
= + ,   κ∈Ζ 

 
 
12.  

Αν  εφα = 3,   να λύσετε την εξίσωση    εφ(x + α) = 1
2

 

Λύση  

Με την προϋπόθεση  ότι ορίζονται οι    εφ(x + α),    εφx    και  εφα,   θα έχουµε 

εφ(x + α) = 1
2

     ⇔     
εφx εφα

1 εφxεφα
+

−
 = 1

2
 

                                      
εφx 3
1 3εφx

+
−

 = 1
2

 

                                      2εφx 6 1 3εφx+ = −  

                                      5εφx = –5     

                                      εφx 1= −  

                                      π
εφx  εφ

4
= − ,   

                                      ( ) π
εφx εφ       x κπ

4 4
π= − ⇔ = − ,   κ∈ℤ  
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13.  

Να λύσετε την εξίσωση    εφ ( )x
4
π + – εφ ( )x

4
π − = 2 3 

Λύση  

Με την προϋπόθεση  ότι ορίζονται οι    εφ ( )x
4
π + ,   εφ ( )x

4
π −   και   εφx,  θα έχουµε 

εφ ( )x
4
π + – εφ ( )x

4
π − = 2 3    ⇔     

π π
εφ εφx εφ εφx

4 4 2 3
π π1 εφ εφx 1 εφ εφx
4 4

+ −
− =

− +
 

                                                              
1 εφx 1 εφx

2 3
1 εφx 1 εφx
+ −

− =
− +

 

Θέτουµε   εφx = y    οπότε        
1 y 1 y

2 3
1 y 1 y
+ −

− =
− +

 

                                                   (1 + y)2 – (1 – y)2 = 2 3(1 y)(1 y)− +  

                                                   1 + 2y + 2y – (1 – 2y + 2y ) = 2 3 (1 – 2y ) 

                                                   1 + 2y + 2y – 1 + 2y – 2y  = 2 3 (1 – 2y ) 

                                                   24y 2 3 2 3y= −  

                                                   22 3y 4y 2 3 0+ − =  

                                                   23y 2y 3 0+ − =  

∆ = 4 + 4⋅3 = 16,            y = 2 16
2 3

− ±  = 2 4
2 3
− ±   =  2

2 3
    ή    6

2 3
−  

                                                                                =   3
3

     ή     – 3  

•      εφx = 3
3

     ⇔     εφx = εφ
6
π    ⇔     x = κπ + 

6
π ,  κ∈ℤ  

•      εφx = – 3     ⇔     εφx = – εφ
3
π        

                                       εφx = εφ ( )3
π−    ⇔   x = λπ – 

3
π ,   λ∈ℤ  

 
 

 

 
 
 
     


